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Multibody Dynamics
(第 1回 空想と論理)

吉田勝俊

2006年 10月 6日

空想を客観的に行うための常套手段を導入する．

§1 仮想現実と文字操作

回転する円盤の力学シミュレーションである．

この仮想円盤の実体はソフトウェアであり，ソフトウェ

アは文字情報からなる．詩歌や小説の例をひくまでもな

く，文字情報の操作においては，いかなる空想も可能で

ある．ディスプレイ上をまことしやかに運動する円盤で

はあるが，それが現実の反映である保証はどこにもない．

意外かもしれないが，数式とて例外ではない．数式も

また文字情報であるから，それ相応の工夫がないかぎり，

私的な妄想に陥いる危険性は十二分にある．

§2 公理的方法

客観的な空想のために，次のような手順を導入する．

1. 何も書いてない白紙を用意する．
2. そこに少数の基本ルールを書きこむ．
3. 以降，この白紙には，基本ルールと整合する主張し
か書き足さない．

このような方法を，公理的方法という．

• 最初に定める基本ルールを定義，公理などと呼び，□
印を付けて表わす．

• 基本ルールと整合した 2次ルールを，定理，公式，命
題，補題などと呼び，■印で表わす．

整合性のチェックには，数理論理学を使う．

§3 数理論理学

力学現象と矛盾しない，論理の操作方法を導入する．

□定義 1.1 (真理値): 真偽の定まった文章を命題とい

う．

• 命題 P が真であることを P = 1と表わす．
• 命題 P が偽であることを P = 0と表わす．

このような真偽を表わす値 1, 0を真理値という．

□定義 1.2 (論理記号): 命題 P，Qから別の命題を作る

ルールを 4つ定める．

(1) 論理和 (または)

P Q P ∨ Q

1 1 1

1 0 1

0 1 1

0 0 0

(2) 論理積 (かつ)

P Q P ∧ Q

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0

(3) 否定 (でない)

P qP

1 0

0 1

(4) 条件命題 (ならば)

P Q P ⇒ Q

1 1 1

1 0 0

0 1 1

0 0 1

このような，真理値を並べた表を，真理表という．

(4)の定義に違和感を憶えるひとが多いと思う．(4)に
対応する日常の論理を挙げておく．例えば，次の掲示は

本当か嘘か？

雨の日⇒休講とする

雨の日 (P = 1) に，休講したら (Q = 1) 掲示は本当
(P ⇒ Q = 1) だが，授業したら (Q = 0) 掲示は嘘
(P ⇒ Q = 0)である．ところが，雨以外の日 (P = 0)に
休講しても (Q = 1)，授業しても (Q = 0)，掲示に嘘は
ない (P ⇒ Q = 1)．この状況は (1)～(3) では表せない
から，それ用の (4)が用意される．
いや違う，P ⇒ Qの論理は 1,0,0,1であるべきだとさ
らに粘りたい諸君は，次の記号を定義して使うべし．

□定義 1.3: P ⇔ Q
定義⇐⇒ (P ⇒ Q) ∧ (P ⇐ Q) と

定める．P ⇔ Qを双条件命題という．

1-1



何もなかった世界に，3 つの□ (定義 1.1,1.2,1.3) が
設置された．この世界に整合する最初の「■」を導いて

みる．

■定理 1.1 (双条件命題): 双条件命題 P ⇔ Q につい

て，次の真理表が成立する．

P Q P ⇔ Q

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

例 1: □定義 1.1, 1.2, 1.3を前提に定理を示せ．

□定義 1.4 (同値記号): 真理値または真理表が一致する

命題を，同値であるといい，P ⇔ Q または P ≡ Q と

書く．

■定理 1.2 (論理の算法): その他いろいろ，同様に示せ

る．

(a) P ∨ P ≡ P, P ∧ P ≡ P． (累同則)
(b) P ∨ Q ≡ Q ∨ P，P ∧ Q ≡ Q ∧ P． (交換則)
(c) P ∨ (Q ∨ R) ≡ (P ∨ Q) ∨ R，

P ∧ (Q ∧ R) ≡ (P ∧ Q) ∧ R． (結合則)
(d) P ∧ (Q ∨ R) ≡ (P ∧ Q) ∨ (P ∧ R)，

P ∨ (Q ∧ R) ≡ (P ∨ Q) ∧ (P ∨ R)． (分配則)
(e) qqP ≡ P． (二重否定)
(f) q(P ∨ Q) ≡qP∧qQ，q(P ∧ Q) ≡qP∨qQ．

(ド・モルガン)

(g) (P ⇒ Q) ≡ (qQ ⇒ qP ). (対偶)

例 2: □定義 1.1, 1.2, 1.4を前提に (d) を示せ．

Report 1: □定義 1.1, 1.2, 1.4を前提に (g)を示せ．

§4 限定記号

命題 P の真理値が変数 xに依存するとき，P を命題関

数と呼び P (x)などと書く．例えば，

• P (x) :=“x は光合成する” について，P (焼き鳥) は
偽，P (生レタス)は真．

このように，命題関数 P (x) の真理値を確定させるに
は，変数 x に具体的な定数を代入すればよいが，もう 1
つの方法として，限定記号を用いる方法がある．

□定義 1.5 (限定記号): P (x)を命題関数とする．

∀x : P (x) 定義⇐⇒ 全ての (任意の) xについて P (x)は
真である．

∃x : P (x) 定義⇐⇒ P (x) を真にするような x が (少く
とも 1つ) 存在する (選べる)．

記号 ∀ を全称記号，∃ を存在記号という．これらを総称
して限定記号という．

限定記号付きの命題の否定を作るには，それぞれ，{
q(∀x : P (x)) ≡ ∃x :qP (x)
q(∃x : P (x)) ≡ ∀x :qP (x) (1.1)

とすればよい．「全ての xで P (x) である」が嘘になるに
は，P (x)でない xが少くとも 1つあればよい．

§5 全体集合という空想

以上に導入した公理的方法を使って，紙に書ける空想

物としての力学を構成していくが，そのような空想物の

収容場所として，集合なるものa)を導入しておく．

□定義 1.6 (集合): そこに属すかどうかが明確に定めら

れた事物の集まりを，集合という．

• xが集合 X の元b)であることを，x ∈ X と書く．

• 元でないことを x 6∈ X と書く．

x ∈ X は命題であり，x 6∈ X ≡q(x ∈ X)がいえる．

この定義により，全ての集合演算は，数理論理学に帰

着する．試しに集合論の公式 A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪
(A ∩ C)を証明してみよう．そのために次の定義をおく．

(1) (x ∈ A ∧ x ∈ B)を， x ∈ A ∩ B と表記する．

(2) (x ∈ A ∨ x ∈ B)を， x ∈ A ∪ B と表記する．

(3) (x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B)を，A = B と表記する．

このとき，

x ∈ A ∩ (B ∪ C) ⇐⇒ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B ∪ C) ∵ (1)

⇐⇒ (x ∈ A)︸ ︷︷ ︸
P

∧
(
(x ∈ B)︸ ︷︷ ︸

Q

∨ (x ∈ C)︸ ︷︷ ︸
R

)
∵ (2)

⇐⇒
(
P ∧ Q

)
∨

(
P ∧ R

)
∵ 定理 1.2 (d)

⇐⇒
(
x ∈ A ∩ B

)
∨

(
x ∈ A ∩ C

)
∵ (1)

⇐⇒ x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) ∵ (2)

ゆえに x ∈ A ∩ (B ∪ C) ⇐⇒ x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)．
(3)よりこれは A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) を意
味する．証明おわり．

定義 1.6 によれば，具体的な集合を与えるときに，要
素を全て列挙してみせる必要はない．集合に入る入らな

いの基準さえあれば，それは集合と見なせる．

その結果，全体集合という空想が正当化される．例え

ば「2× 2行列の全体集合」といったときに，無限個ある
2×2行列を全て列挙してみせることはできないが，2×2
行列かどうかは誰にでも判別できるので，その全体集合

が定義できる．同様にして，自然数，実数，複素数のそれ

ぞれ全体集合 Z，R，Cなどを定義できる．

•「xは実数」という命題は，x ∈ Rと書ける．

その他，実数の n個組 (x1, · · · , xn)の全体を Rn と書く．

a) これまた空想物．
b) 元=要素．
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Multibody Dynamics
(第 2回 筆算用のベクトル)

吉田勝俊

2006年 10月 13日

物理ベクトルとは全く別の方法で，紙に書ける空想物

としてのベクトルを構成したい．

§1 筆算用のベクトル

大きさと方向を持ち，矢印で図示され，太字 x, y で書

かれるべきもの．これが我々の脳裏にある最も素朴なベ

クトル像であろうか．

ベクトルの便利さは，それが物理的には力ベクトルだ

ろうが，位置ベクトルだろうが，全く同じ算法が使える

ところにある．ようするに，「ベクトル x,y」という空想

の本質は，それ自体よりもむしろ，その算法の側にある．

そこで，ベクトルかどうかの判定基準を，次の 8 つの
算術公式に集約してしまうのが現代の常套手段である．

□定義 2.1 (線形空間): 加法 x+y，スカラ倍 λx，等号

=について，次の 8公式が使える太字 x, y, · · · の全体集
合 Lを，線形空間 (linear space)という．

(L1) x + y = y + x (交換則)
(L2) (x + y) + z = x + (y + z) (結合則)
(L3) 零ベクトル OL が使えて，どんな xでも，

x + OL = OL + x = x (零元の存在)
(L4) どんな xにも，逆ベクトル xが作れて，

x + x = x + x = OL. (逆元の存在)
(L5) λ(µx) = (λµ)x
(L6) 1 ∈ Rの作用は，1x = x

(L7) (λ + µ)x = λx + µx

(L8) λ(x + y) = λx + λy

線形空間の元を，ベクトル (vector) という．逆元 x を

−x とも書く．線形空間をベクトル空間ともいう．加法

とスカラ倍を線形演算 (linear operation)と総称する．

定義 2.1のベクトルは具体形が不明だが，加法 x + y，

スカラ倍 λx，等号 =，零元 O，逆元 x を用いた式変形

(L1)～(L8) が可能である．式変形だけで何が分かるの
か，□定義 2.1と整合する有名な「■」を挙げておこう．

■定理 2.1 (0, −1 ∈ Rの作用): V を線形空間とする．

• 0 ∈ Rの作用は，0x = OL for ∀x ∈ L．

• −1 ∈ Rの作用は，(−1)x = x for ∀x ∈ L．

Report 2: 定義 2.1との整合性を示せ．

§2 幾何ベクトル

定義 2.1のベクトルはあくまで紙面上の筆算用であり，
このままでは外界と何ら関連を持たない．筆算と外界を

つなぐ基本ルールを追加しよう．

□定義 2.2 (幾何ベクトル): V を有向線分の全体集合と

する．x, y ∈ V , λ ∈ Rの間の算法を 3種類導入する．

(1) 等号： x = y
定義⇐⇒ xと y の向きと長さが等しい．

長さ 0のときは方向によらず等しいと定める．
(2) 加法： x+y

定義⇐⇒ xの終点を yの始点としたとき，

xの始点から y の終点に向う有向線分．

(3) スカラ倍：λx
定義⇐⇒ xの長さを λ倍した有向線分．

等号と線型演算 (1)～(3) が付与された有向線分 x ∈ V

を，幾何ベクトル (geometric vector)という．その全体
集合を幾何ベクトル空間という．

□公理 1: 幾何ベクトル空間 V は，線形空間をなす．

この公理の信憑性は紙の上では検証できない．物理的

な検証実験を行なう以外にない．公理的方法では，この

ような紙面上では検証できない基本法則を，基本ルール

□に位置付けて話を進める．

課題 1 V における (L2)の成立を，図形的に示せ．

§3 幾何ベクトルの直線座標

幾何ベクトル x ∈ V は図形であり，間違っても数値の

組 (x, y, z) ∈ R3 ではない．このような図形を数値化す

るには，別途，座標 (coordinate)という人為的概念が必
要になる．

多くの力学書で暗黙に使われている幾何ベクトル x ∈
V の座標とは，図形的には x ∈ V を対角線とする「平行

６面体の 3 辺の寸法」のことである．
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左右の寸法 (x, y, z)T , (x′, y′, z′)T ∈ R3 は互いに数値が

異なるが，いずれも幾何ベクトル x ∈ V の座標である．

このように，どんな平行６面体を使うかによって座標は

変化する．特に直方体で測った座標を直交座標，それ以

外を斜交座標といい，両者を直線座標と総称する．
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Multibody Dynamics
(第 3回 ベクトルの成分表示)

吉田勝俊

2006年 10月 20日

§1 座標写像

図 1 に示すような，平行６面体 P による測定操作を，
次のように模式化する．

V 3 x
測定操作 ϕP // x̃ :=

x

y

z

 ∈ R3

つまり，測定操作 ϕP は，図形 x ∈ V に数ベクトル

x̃ ∈ R3 を割り当てる R3 値関数としてモデル化できる．

測定操作 ϕP を筆算できるようにするため，平行６面

体そのものではなく，平行６面体の 3辺に沿った単位幾
何ベクトルの組 B = 〈u, v, w〉 をとる．別の平行６面体
なら B′ = 〈u′, v′, w′〉 等々である．このようなベクトル
の組 Bや B′ を，V の基底という．特に，単位立方体の 3
辺からなる基底 E ≡ 〈i, j, k〉 を正規直交基底という．ど
んな x ∈ V でも，基底の線形結合で，

x = xu + yv + zw = x′u′ + y′v′ + z′w′ (3.1)

と書けるが，基底 〈u,v, w〉, 〈u′, v′,w′〉がそれぞれの平行
６面体の取り方を表わし，展開係数 (x, y, z)T , (x′, y′, z′)T

が x ∈ V の各座標となる．このような基底と係数の関係

に着目すると，幾何ベクトルから座標を採取する操作を

数学的に定式化できる．

□定義 3.1 (座標写像): 幾何ベクトル空間 V から，基

底 B = 〈u, v, w〉 を 1 つ選んで固定する．x ∈ V を

x = xu + yv + zw と展開したときの係数 x, y, z ∈ Rを
見つける操作：

ϕB(x) = ϕ〈u,v,w〉(xu + yv + zw) ≡
[

x
y
z

]
∈ R3

を，Bが定める座標写像 (coordinate map)と呼ぶ．x ∈
V に対する x̃ ≡ ϕB(x) ∈ R3 を，B で測った x ∈ V

の座標 (coordinate)もしくは成分 (component) という．
xi を成分とする x̃ ∈ R3 を， x̃ = [xi]と書く．

このように，幾何ベクトル x ∈ V と座標 (ベクトル)
x̃ = ϕB(x) = [xi] ∈ R3 は全くの別物である．x ∈ V は

基底と同列に存在できるが， x̃ ∈ R3 は基底が無いと定

義すらできない．

例 3: B = 〈u, v, w〉で測った x = 2v + w ∈ V の座標

を求めよ．

図 1 ベクトルの座標

(1) 2v + w = ? u + ? v + ? w の空欄を埋める

と，2v + w = 0u + 2v + 1w となる．

(2) 係数を抜き出して，ϕB(x) = ϕ〈u,v,w〉(0u + 2v +
1w) = (0, 2, 1)T を得る．

課題 2 同じ x について，B′ = 〈u − v, u + v,w〉 で
測った座標 ϕB′(x)を求めよ．2v + w = ? (u − v) +

? (u + v) + ? w の空欄を埋めればよい．

■定理 3.1 (座標写像の線形性): 数ベクトルの算法を前

提に，次が示せる．

• ϕB(x + y) = ϕB(x) + ϕB(y).
• ϕB(λx) = λϕB(x). (λ ∈ R)

§2 基底の公理

以上，基底と座標を直感的に導入したが，このままだ

と問題が起きる．例えば，u, v, w が同一平面内にある

と，その外にあるベクトルの座標が測れない．このよう

な病的状況を排除するために，次の定義を採用する．
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□定義 3.2 (基底): 次の 2条件を満足するベクトルの組
u, v,w ∈ V を，V の基底 (basis)といい，B = 〈u, v, w〉
などと書く．

(1) どんな x ∈ V でも x = xu + yv + zw と書ける．

(2) そのときの係数 x, y, z ∈ Kの決まり方が一意である
(成分表示の一意性)．

基底を作るのに必要なベクトルの個数を V の次元 (di-
mension)といい dim V と書く．

基底でない例を挙げる．B = 〈u, v,w〉 に u = v + w

という付帯条件をつけよう．このとき u, v, w は同一平

面内にある．ここで試しに x = 2u + v + w をとると，

x = 2u + v + w = 3u + 0v + 0w

= 0u + 3v + 3w = u + 2v + 2w

などなど，係数が一意に決まらないので，このような B
は基底ではない．

§3 基底の回転

基底を回したときの座標変換を与えておく．単位ベク

トル a ∈ V を回転軸として，x ∈ V を角度 θ だけ回す

変換を Ra:θ と書くとa)，回転後のベクトルは，

y = Ra:θ(x) ∈ V (3.2)

と書ける．ベクトル x,y ∈ V を直交座標で x̃ = ϕE(x)，
ỹ = ϕE(y) ∈ R3 と表わすと，回転変換による座標の変化

は，適当な 3× 3行列 [Ra:θ]と数ベクトルの積によって，

ỹ = [Ra:θ] x̃ ∈ R3 (3.3)

と書ける．3× 3行列 [Ra:θ]を，回転変換 Ra:θ の行列表

示，もしくは回転行列という．正規直交基底に対する成

分を求めてみると，(sin θ = Sθ，cos θ = Cθ と略記)

[Ra:θ] =[
α2 + (1 − α2)Cθ αβ(1 − Cθ) − γSθ αγ(1 − Cθ) + βSθ

αβ(1 − Cθ) + γSθ β2 + (1 − β2)Cθ βγ(1 − Cθ) − αSθ

αγ(1 − Cθ) − βSθ βγ(1 − Cθ) + αSθ γ2 + (1 − γ2)Cθ

]
(3.4)

となるb)．ただし α, β, γ は，回転軸 a ∈ V , ‖a ‖ = 1の
座標 ϕE(a) = (α, β, γ)T である．

■定理 3.2 (基底の回転): Ra:θ で回転させた基底 E =
〈i, j,k〉を，Ra:θ(E) ≡ 〈Ra:θ(i), Ra:θ(j), Ra:θ(k)〉 と書
くとき，

ϕRa:θ(E)(x) = [Ra:θ]−1ϕE(x) ([Ra:θ]−1 = [Ra:−θ])
(3.5)

となる．すなわち，ある幾何ベクトル x ∈ V について，

回転後の基底 Ra:θ(E) で測った座標は，回転前の基底 E

a) 我々はドアノブの回転を知っている．あの回転である．具体的
な算法は 6章 (p6-1)で構成する．

b) 定義 6.3 (p6-2) 参照．同じベクトルでも基底を変えると座標値
が変わるが，これに連動して回転行列の成分も変わる．

で測った座標を逆回転させた座標に等しい．[Ra:θ]−1 を，

基底の回転 E → Ra:θ(E) に伴う座標変換行列という．

課題 3 定理の「すなわち」以降を，x ∈ V を風景，基

底をカメラ，座標を映像に言い換えて述べよ．

§4 空間座標

以上を応用すると，空間の点の座標を測ることができ

る．我々が住むこの物理空間を Aと書き，Aは点集合で
あると仮定するc)．ここで，物理空間の点 X ∈ Aの配置
を記録するには，

1. 物理空間に原点 O ∈ Aを定める．
2. 原点 O ∈ A から点 X ∈ A に向う幾何ベクトル

x ∈ V をとる．

という操作を実行すればよかろう．

こうして定めた x ∈ V を，O ∈ Aで定まる X ∈ Aの位
置ベクトル (position vector)と呼ぶ．このベクトルの成
分 x̃ ≡ ϕE(x) ∈ R3 が，空間の点X ∈ Aの座標である．
ただし，同じ X ∈ Aを別の原点 P ∈ A で測ると，x

だった位置ベクトルが y に変化し，したがって座標も変

化してしまう．

のみならず，原点が同じでも基底を取り換えれば，これ

また別の座標値が得られる．

ということで，空間の点の座標を確定させるには，原点

O ∈ Aと基底 E のペアを固定しなければならない．この
ペア (O, E) を座標系という．

c) 点集合と仮定することの是非は本書では問わない．点集合と仮
定しない宇宙論もあるようである．
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Multibody Dynamics
(第 4回 直線座標系)

吉田勝俊

2006年 10月 27日

§1 筆算用の内積

我々の幾何ベクトル空間 V では，まだ，長さと直交性

を筆算できない．これらは内積として一括導入できる．

□定義 4.1 (内積): 次の法則で計算可能なベクトルの積

x · y ∈ Rを，一般に内積 (inner product)という．

(I1) 双線形性： x · (λy + µz) = λ(x · y) + µ(x · z),
(λx + µy) · z = λ(x · z) + µ(y · z).

(I2) 対称性： x · y = y · x．

(I3) 正定値性： x ·x ≥ 0．特に x ·x = 0 ⇔ x = OV．

ここに，λ, µ ∈ R，x, y, z ∈ V．

■定理 4.1: x = OV ⇐⇒ a · x = 0 for ∀a ∈ V .

証明は付録参照．

□定義 4.2 (ノルム): ‖x ‖ :=
√

x · x ∈ R を，ベクト
ル x ∈ V のノルム (norm)または長さという．

□定義 4.3 (直交性): x⊥y ∈ V
定義⇐⇒ x · y = 0．

■定理 4.2 (物理空間の内積): x, y ∈ V を 2 辺とす
る三角形に余弦定理 ‖x − y ‖2 = ‖x ‖2 + ‖y ‖2 −
2‖x ‖ ‖y ‖ cos θ が成立するとき，定義 4.1 の内積の
値は，

x · y = ‖x ‖ ‖y ‖ cos θ

に等しい．ただし θ は x, y のなす角．

ヒント) 内積の算法と余弦定理が両立するには？

§2 内積の数値計算

□定義 4.4 (正規直交基底): 基底 E := 〈u1, u2, u3〉：

ui · uj = δij ≡
{

1 if i = j． (正規性)
0 if i 6= j． (直交性)

を，正規直交基底 (orthonormal basis)という．δij をク

ロネッカーのデルタ (Kronecker’s delta)という．正規直
交基底で測った座標を正規直交座標という．

■定理 4.3 (内積の値): 内積 x·yの数値は，正規直交座
標 x̃ = ϕE(x), ỹ = ϕE(y)の標準的な内積に一致する．

x · y = 〈 x̃ , ỹ〉 :=
3∑

i=1

xiyi

ヒント) x, y ∈ V は基底 E の線形結合で，それぞれ，
x = x1u1 + x2u2 + x3u3, y = y1u1 + y2u2 + y3u3 と書

ける．(x1u1 + x2u2 + x3u3) ´ (y1u1 + y2u2 + y3u3) を双

線形性で展開し，定義 4.4 (p4-1)で整理せよ．

したがって，正規直交座標 [xi] = ϕE(x)を使うと，長
さは三平方の定理 ‖x ‖ =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 で書ける．

§3 位置ベクトルの算法

我々が住むこの 3次元空間を点集合 Aと見なす．空間
の点 P ∈ Aの位置を，ベクトル p ∈ V で測量する．

□定義 4.5 (平行移動): そのために，空間の点 P ∈ A
とベクトル p ∈ V のペアに，別の点を対応づける算法：

P ∈ A, p ∈ V =⇒ P +̂p ∈ A

(A1) P +̂ OV = P.

(A2) (P +̂p) +̂ q = P +̂ (p + q).
(A3) O,X ∈ A =⇒ ∃!x ∈ V s.t. X = O +̂x.

を導入する．算法 “ +̂ ” を平行移動 (translation) とい
う．この算法が使える点集合と線形空間のペア (A, V )
を，アファイン空間という．

□定義 4.6 (位置ベクトル): 原点 O ∈ A を定めると，
P ∈ Aは一意に，

P = O +̂p ∵ (A3)

と書ける．このときの p ∈ V を，原点Oで測った P ∈ A
の位置ベクトル (position vector)という．

例 4 (原点の交換): O ∈ Aから測った P ∈ Aの位置ベ
クトルを p ∈ V，P ∈ A から測った R ∈ A の位置ベ
クトルを r ∈ V とする．このとき，O ∈ A から測った
R ∈ Aの位置ベクトルを求めよ．

P = O +̂pを R = P +̂ r に代入すると

R= (O +̂p) +̂ r
= O +̂ (p + r) ∵ (A2)

だから，O ∈ A から測った R ∈ A の位置ベクトルは
p + r である．

課題 4 物理空間の 4点 O,P,Q,R ∈ Aが，
P = Q +̂p, Q = O +̂ q, R = P +̂ r, p, q, r ∈ V

の関係にあるとき，O ∈ A から測った R ∈ A の位置ベ
クトル v ∈ V を求めよ．
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□定義 4.7 (空間座標): P = O +̂p とする．位置ベク

トル p ∈ V の座標：

p̃ = ϕB(p) ∈ R3

を，原点 O と基底 B で測った P ∈ A の空間座標
(spatial coordinate) という．原点を明示したいときは，
p̃ = ϕO

B (p)と書く．

略記法 簡単のため，内積をまねた略記法：

x̃ · ~B =
[

x1
x2
x3

]
· 〈u, v,w〉 := x1u + x2v + x3w

を導入する．基底と座標の関係が，

x = ϕB(x) · ~B (= x1u + x2v + x3w)

のように短かく書ける．ゆえに点 P ∈ Aは，

P = O +̂p = O +̂ϕB(p) · ~B

と書けて，(O,B)を陽に記せて便利．以上，

P = O +̂ p̃ · ~B (= O +̂ϕB(p) · ~B)

と書けたときの p̃ ∈ R3 を，O と B で測った P ∈ Aの
空間座標という．

§4 直線座標系

定義 4.7によれば，点 P ∈ Aの座標 p̃ ∈ R3 が確定す

るには，原点 O ∈ Aと基底 B ⊂ V のペアを指定する必

要がある．このペアには名前がある．

□定義 4.8 (直線座標系): 基準点 O ∈ Aと基底 B ⊂ V

のペア F ≡ (O,B) を，直線座標系 (linear coordinate
system)，または枠 (frame)，フレームという．

例えば，F = (O,B)で測った P ∈ Aの座標が p̃ ∈ R3

であるとき，点 P ∈ Aは，

P = O +̂ p̃ · ~B = O +̂ϕB(p) · ~B

と数式表現できる．

ある直線座標系 (O, E)と，これを回転・平行移動した
直線座標系 (O +̂ r, R(E))を考える．(R は回転軸 a ∈ V

まわりに角度 θ だけ回す変換)

■定理 4.4 (枠の変更): P ∈ Aの空間座標が，直線座標
系 (O, E)，(O +̂ r, R(E))によって，それぞれ，

P ∈ A
(O, E)

// p̃ ∈ R3

P ∈ A
(O +̂ r, R(E))

// p̃′ ∈ R3 ,

のように測られたとする．すなわち O +̂ p̃ · E = P =
(O +̂ r) +̂ p̃′ · R(E)．このとき，

p̃ = ϕE(r) + [R] p̃′

が成立する．このような回してから ([R])，平行移動する
(ϕE(r)+) ような変換を，アファイン変換 (affine trans-
formation)という．

ヒント) 定理 3.1 (p3-1)，定理 3.2 (p3-2)，定義 4.5 (p4-1)を

使う．

P = (O +̂ r) +̂ p′ = O +̂ (r + p′) * (A2)

= O +̂ ϕE(r + p′) ´ ~E * 略記法

= O +̂
“

ϕE(r) + ϕE(p′)
”

´ ~E * 定理 3.1

= O +̂
“

ϕE(r) + ϕR−1R(E)(p′)
”

´ ~E * 逆写像

= O +̂
“

ϕE(r) + [R]ϕR(E)(p′)
”

´ ~E * 定理 3.2

§付録
定理 4.1の証明 まず「x = OV =⇒ a · x = 0, ∀a」を

示す．x = OV を仮定すると，

a · x = a · OV = a · (0a) 0 ∈ Rの作用 (p2-1)

= 0(a · a) (I1)

= 0 算数.

と計算できる．どんな aでも成立するから，題意を得る．

次に「x = OV ⇐= a · x = 0, ∀a」を示すが，簡単の

ために，これと同値な対偶a)：

q(x = OV ) =⇒ q(a · x = 0, ∀a)

を示す．x = OV の否定は x 6= OV，a · x = 0, ∀aの否

定は a · x 6= 0, ∃aであるからb)，次を示せばよい．

(x 6= OV ) =⇒ (a · x 6= 0, ∃a) (∗)

この (∗) は，a の存在を主張する命題である．一般に

存在を証明するには，該当するものが実際に発見できれ

ばよい．つまり，試行錯誤的に a の候補を作り，それが

条件を満せば証明完了である．

まず題意の通り x 6= OV を仮定する．ここで aの候補

として試しに a = xをとる．このとき，

a · x = x · x ≥ 0 ∵ (I3)正定値性

となるが，(I3)の後半よりx = OV の場合にしかx·x = 0
の可能性はないので，結局，x · x > 0となり，この候補
は a · x 6= 0を満足する．
以上，具体的な aの見付け方 a = xが判明したので，

命題 (∗)は真である．ゆえに⇐=の証明が完了した．

a) 定理 1.2 (p1-2)の (g)．
b) 「全ての aで～である」の否定は「～でない a が少くとも一つ
ある」になる．式 (1.1) (p1-2)参照．
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Multibody Dynamics
(第 5回 外積)

吉田勝俊

2006年 11月 18日

§1 平行四辺形

物理量には，図形的に，平行四辺形の面積であるもの

も少なくない．例えば，原点 O から r だけ離れた点に力

F が作用するとき，原点を回そうとする作用，すなわち

トルク (torque)の大きさ S は，rと，F の回転方向成分

F ′ の積 S = rF ′ として定義される．

r

F

O

F’

r

F’
θ θ

rF’ F

F ′ = F sin θより S = rF ′ = rF sin θとなり，S は r, F

を 2辺とする平行四辺形の面積である．
平面ベクトル x,y ∈ V を 2 辺とする平行四辺形の面
積をD(x,y)と表記しよう．その値を x, yの座標成分で

書き下したい．

O
x1

x2

y1

y2

■定理 5.1: 平行四辺形の面積 D(x, y)は，x, y の正規

直交座標 [xi], [yi] ∈ R2 からなる 2次行列式，

D(x, y) =
∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣ .

に一致する．D(x, y)を一般に符号付面積という．

課題 5 示せ．(長方形から余計な三角形を除く)

例えば，冒頭の平面内のトルクは，r, F の正規直交座

標 [ri], [Fi] ∈ R2 を用いて，D(r, F ) = r1F2 −F1r2 と計

算できる．

1つ次元を上げて，x, y,z ∈ R3 を 3辺とする平行六面
体の体積を D(x, y,z)と書こう．

■定理 5.2: 平行六面体の体積D(x, y, z)は，x, y, zの

正規直交座標 [xi], [yi], [zi] ∈ R3 からなる 3次行列式，

D(x,y, z) =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ .

に一致する．D(x, y,z)を一般に符号付体積という．

§2 外積

平面上の符号付面積D(x, y)を，平面から引き剥して，
3次元空間 R3 に配置したものを，R3 の外積という．

□定義 5.1 (面ベクトル): 平面図形 S に垂直で，長さが
S の面積 S に等しい幾何ベクトル s ∈ V を，S の面ベク

トル (surface vector)という．

□公理 2 (面ベクトルの座標): E := 〈u1, u2,u3〉 を正
規直交基底とする．面ベクトル：

s = S1u1 + S2u2 + S3u3

の直交座標成分 Si は，基底ベクトル ui を法線とする面

に投影された S の正射影a) の面積に一致する．(正規直
交基底について Si = s · ui に注意しておく)

課題 6 図示せよ．

□定義 5.2 (外積): a, b ∈ V を 2 辺とする平行四辺形
Rab の面ベクトル：

s ≡ a × b ∈ V

を，aと bの外積 (cross product)と呼ぶ．sの向きは，

aから bへ回した右ねじの進行方向とする (右手系)．

平行四辺形 Rab の正射影は平行四辺形だから，外積の

座標は符号付面積で書ける．a = [αi] ∈ R3 に対して，

a1 :=
[
α2

α3

]
, a2 :=

[
α3

α1

]
, a3 :=

[
α1

α2

]
(5.1)

と表記する．

■定理 5.3 (外積の座標): 外積 a×bの正規直交座標は，

a×b = D(a1, b1)u1 + D(a2, b2)u2 + D(a3, b3)u3

=
∣∣∣∣α2 β2

α3 β3

∣∣∣∣ u1 +
∣∣∣∣α3 β3

α1 β1

∣∣∣∣ u2 +
∣∣∣∣α1 β1

α2 β2

∣∣∣∣ u3 (5.2)

と書ける．

■定理 5.4 (外積の基本法則): 次の公式が成立する．

(O1) 双線形性： λ, µ ∈ R，
(λa + µb) × c = λ(a × c) + µ(b × c),
a × (λb + µc) = λ(a × b) + µ(a × c).

a) 投影面に垂直な平行光線による射影を正射影（または直交射影、
orthogonal projection）という．
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a

b
a b

S

S

S

u1u2

u3

2

3

1

a

b a

b
a

b α1

α3

u1

u2

u3

u1

u2

u3

α1
α2β1

β3

β2
β3

S 1
S 3

S 2

β1
β2

α2
α3

図 2 外積の座標

(O2) 歪対称性： a×b = −b×a．ゆえに a×a = OV．

(O3) 正規直交基底 〈u1, u2, u3〉について，
u1 × u2 = u3，u2 × u3 = u1，u3 × u1 = u2．

■命題 5.5 (三重積と四重積): 力学に便利な公式たち．

(O4) スカラ三重積： ※ D は符号付体積

a · (b × c) = (a × b) · c = D(a, b, c).
(O5) ベクトル三重積：(a× b)× c = (a · c)b− (b · c)a,

a × (b × c) = (a · c)b − (a · b)c.

(O6) ベクトル四重積：
a × (b × (a × b)) = b × (a × (a × b)).

課題 7 数式処理ソフトで (O1)～(O6)の成立を示せ．

§付録

以下の基本ルール (□)を用いると，行列式を使わない
で D(· · · )のまま筆算できる．

□公理 3 (符号付面積): x,y, z ∈ R2 とする．

(1) 双線形性 (2重線形性)：
D(λx + µy, z) = λD(x,z) + µD(y, z), D(x, λy +
µz) = λD(x, y) + µD(x, z).

(2) 歪対称性 (わいたいしょうせい)： D(x, y) =
−D(y, x)． ゆえに D(x,x) = 0．

(3) 単位面積： 正規直交基底 E = 〈u1, u2〉 について，
D(u1, u2) = 1．

以上に従うD(x, y)を，符号付面積 (signed area)と呼ぶ．

□公理 4 (符号付体積): x1,x2, x3, x,y ∈ R3 とする．

(1) 3重線形性：

D(λx + µy, x2, x3) = λD(x, x2, x3) + µD(y, x2, x3),

D(x1, λx + µy, x3) = λD(x1, x, x3) + µD(x1, y, x3),

D(x1, x2, λx + µy) = λD(x1, x2, x) + µD(x1, x2, y).
(2) 歪対称性 (任意の 2つを入れ替えると符号が反転)：

D(x1, x2, x3) = −D(x2,x1, x3)

= −D(x1,x3, x2) = −D(x3, x2,x1).

ゆえに D(x, x, y) = D(x, y, y) = D(x, y,x) = 0.

(3) 単位体積： 正規直交基底 E = 〈u1, u2, u3〉 につい
て，D(u1, u2, u3) = 1.

このD(x,y, z)を，符号付体積 (signed volume) という．

公理 4 を前提に定理 5.2 が証明できる．x = x1u1 +
x2u2 + x3u3，y = y1u1 + · · · 等を代入し整理せよ．
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Multibody Dynamics
(第 6回 回転変換と行列表示)

吉田勝俊

2006年 12月 1日

§1 回転変換

回転後のベクトル yを，回転軸 a，回転角 θ，回転前の

ベクトル xの関係式として書き下したい．

■定理 6.1 (回転変換): 単位ベクトル a ∈ V を回転軸

として，x ∈ V を角度 θ だけ回転させる変換は，

Ra:θ(x) := (a ´ x)a + cos θ
`

x − (a ´ x)a
´

+ sin θ
`

a × x
´

と書ける．

a

x

y

次のように証明できる．まず，xを，回転軸 a方向の

成分 uと，円盤上の成分 v に分解する．

x = u + v (6.1)

a

x

u

v

a と x のなす角を α とすると，u の長さは ‖u ‖ =
‖x ‖ cos α と書けるが，‖a ‖ = 1 を仮定しているので，
‖u ‖ = ‖a ‖‖x ‖ cos α = a · xとなる．単位ベクトル a

の方向に uをとったから，結局のところ，

u = ‖u ‖a = (a · x)a (6.2)

という表現を得る．したがって，

v = x − (a · x)a (6.3)

である．以上，円盤にぴったり収まるベクトルが 1本，v

として確保できた．

次に，同じ円盤上で vと直交するもう一つのベクトル，

w = a × x (6.4)

を作る．外積の定義より，w は，a, xを 2辺とする平行
四辺形に直交するから，たしかに w は円盤に平行かつ v

に直角である．

a

x

u

v
w

w が円盤にぴったり収まること，すなわち ‖w ‖ =
‖v ‖を示しておく．a, xのなす角を αとすると，まず，

外積の定義より，‖w ‖ = ‖a × x ‖ = ‖a ‖‖x ‖ sinα =
‖x ‖ sinα が言える．他方，u,v, xの直角三角形に着目

すると，‖v ‖ = ‖x ‖ sinα であり，したがって，

‖w ‖ = ‖x ‖ sinα = ‖v ‖

となる．以上，円盤上に直交ベクトル v, wを確保できた．

最後に，円盤上で v を θ だけ回したベクトルは，

v′ = cos θv + sin θw

と書けるから，y = u + v′ = u + cos θv + sin θw がい

える．これに (6.2)～(6.4) を代入して，定理 6.1 の式：
y = (a ·x)a+cos θ(x− (a ·x)a)+sin θ(a×x) を得る．

x y

u

wv )(sin)(cos

§2 角速度

■定理 6.2 (角速度): 回転軸 a ∈ V (‖a ‖ = 1)に，回
転角の時間微分 θ̇ ∈ R を乗じた ω := θ̇a ∈ V を角速度
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(angular velocity)という．点 O ∈ Aを中心に角速度 ω

で回転する点 P = O +̂xの速度は，

ẋ = ω × x

と書ける．

ヒント) θ = θ(t)と見て，回転変換 y(t) = Ra:θ(t)(x)を時

間微分すると，̇y(t) = O−θ̇ sin θ
`

x−(a´x)a
´

+θ̇ cos θ
`

a×
x

´

だが，作図より ẋ(t) = ẏ(t)|θ=0．

■定理 6.3 (角速度の加法性): O ∈ Aを中心に ω1 ∈ V

で回転する剛体a) を，同時に ω2 ∈ V でも回転させる (O
は同じ)．このとき，剛体上の点 P の角速度は，ベクトル

の加法で ω = ω1 + ω2 ∈ V と書ける．

ヒント) P = O +̂ xの速度は ẋ = (!1 × x) + (!2 × x)．

§3 線形変換

数ベクトル xから数ベクトル y への変換:

x
F7−→ y = F (x) ∈ Rn

を考える．

■定理 6.4: F の変換則が，適当な行列 A によって

F (x) = Axと書けるための必要十分条件は，

(1) F (x + y) = F (x) + F (y)．
(2) F (λx) = λF (x)．(λ ∈ R)

である．(証明略)

□定義 6.1: 定理の 2条件を満足する変換則 F : x 7→ y

を，線形変換 (linear transformation)という．

課題 8 (外積作用素) a = [ai] ∈ R3 を定ベクトルとす

る．これと x = [xi] ∈ R3 との外積が作る変換則：

x
C7−→ y = C(x) := a × x

が線形変換であることを示せ．この C を外積作用素と呼

び，C = a× などと書く．(p5-1の (O1)を使う)

§4 行列表示

簡単のため x, y ∈ R3 で考える．線形変換 y = F (x)
の変換則は，定理 6.4より，適当な 3 × 3行列，

A =

? ? ?
? ? ?
? ? ?


によって，F (x) = Axと書ける．

課題 9 x = [xi] に対する y = [yi] = F (x) の値は，何
らかの方法で具体的に計算できるとする．行列 Aの成分

を推定するには，どんな xを何種類代入すればよいか？

a) それ上の任意の 2 点間の距離が変化しない物体を，剛体 (rigid

body)という．

行列の 1列目は，R3 の基底ベクトル (1, 0, 0)T を代入

すれば判明する．

F

1
0
0

 =

?11 ?12 ?13

?21 ?22 ?23

?31 ?32 ?33

 1
0
0

 =

?11

?21

?31


同様に，第 2，第 3の基底ベクトルを代入していけば，

F

0
1
0

 =

?12

?22

?32

 , F

0
0
1

 =

?13

?23

?33


のように，全ての成分が判明する．

□定義 6.2 (標準基底): e1 = (1, 0, · · · , 0)T , e2 =
(0, 1, · · · , 0)T , · · · , en = (0, 0, · · · , 1)T ∈ Rn を，Rn の

標準基底と呼ぶ．

■定理 6.5 (行列表示): 線形変換 F (x) の変換則は，
F (e1), F (e2), · · · , F (en)を列ベクトルとする行列

A = [(e1), F (e2), · · · , F (en)]

によって，F (x) = Ax と書ける．A を，F の行列表示

(matrix representation)と呼び，A = [F ]と書く．

課題 10 (反対称行列) 外積作用素 a×(x) := a×xの行

列表示 [a×]を求めよ．

ヒント) 定理 5.3 (p5-1) を復習すると，a = [ai], x = [xi]

に対して，

a×(x) =

2

4

a1

a2

a3

3

5 ×

2

4

x1

x2

x3

3

5 =

2

4

a2x3 − a3x2

a3x1 − a1x3

a1x2 − a2x1

3

5

である．このとき，

a×

0

@

2

4

1
0
0

3

5

1

A =

2

4

a20 − a30
a31 − a10
a10 − a21

3

5 =

2

4

0
a3

−a2

3

5

によって，[a×]の 1列目が判明する．以下同様に求めよ．

容易に確かめられるように，[a×]を転置すると符号が
反転 [a×]T = −[a×] するので，外積作用素の行列表示
[a×]のことを，反対称行列と略称する文献もある．

課題 11 Ra:θ(x)を定理 6.1の回転変換とする．

(1) Ra:θ が線形変換であることを示せ．

(2) 行列表示 [Ra:θ]を，数式処理ソフトで求めよ．

□定義 6.3 (回転行列): 回転変換の行列表示：

[Ra:θ] =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

(1 − α2
1)Cθ

+α2
1

α1α2(1 − Cθ)
−α3Sθ

α1α3(1 − Cθ)
+α2Sθ

α1α2(1 − Cθ)
+α3Sθ

(1 − α2
2)Cθ

+α2
2

α2α3(1 − Cθ)
−α1Sθ

α1α3(1 − Cθ)
−α2Sθ

α2α3(1 − Cθ)
+α1Sθ

(1 − α2
3)Cθ

+α2
3

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

.

を，回転行列という． ただし Sθ := sin θ, Cθ := cos θ．
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Multibody Dynamics
(第 7回 剛体の運動学)

吉田勝俊

2006年 12月 15日

§1 剛体のモデル

図形の数学モデルを考える．現代的には，キャンバス

を全体集合 Aとしたときの部分集合 X ⊂ Aとして，図

形をモデル化する．

• ディスプレイの全画素 ⇐⇒ 全体集合

• そのなかの輝点の集合 ⇐⇒ 図形

• 図形が動くこと = 輝点のすり替え．
• 図形の運動 = 部分集合の更新．

この空想においては，図形が動いても，キャンバスの点

自体は動かない．代りに図形の構成点が更新されていく．

運動によって図形の構成粒子が変化するという空想は，

我々の経験的な実感に合わないが，このような「土台と

のずれ」というようなものを空想しないかぎり，運動は

表現できない．

以上と同様にして，我々の物理空間 Aを点集合と見な
し，そのなかの物体 X を，物理空間の部分集合 X ⊂ A
としてモデル化する．

特に，物体X を構成する任意の 2点 P,Q ∈ X の距離が
不変であるような物体を，剛体 (rigid body)という．ま
た，同一空間に共存するN 個の剛体X1,X2, · · · ,XN ⊂ A
を，N剛体系 (N rigid bodies)という．

§2 剛体の姿勢

剛体の運動扱うための理論には，少なくとも次の機能

を持たせたい．

機能 (1) 剛体の姿勢 (位置と向き)を表現できる．
機能 (2) 剛体の形状 (構成粒子の空間配置) を表現で

きる．

まず，物理空間 A と測量用の線形空間 V をとる．こ

れらのペア (A, V )を，アファイン空間と呼んだa)．そこ

から原点 O ∈ A と，V の基底 E を選んで固定する．こ
れらのペア (O, E)を，直線座標系または枠と呼んだb)．

ここで，N 剛体系の空間的な配置を表現するためのア

イデアとして，N + 1 個の枠をとる．

F0 = (O, E), Fi = (Xi, Ei) (i = 1, · · · , N) (7.1)

a) 定義 4.5 (p4-1)参照．
b) 定義 4.8 (p4-2)参照．

このうちの 1つ F0 := (O, E)を物理空間 Aに固定し (0
番は便宜上)，共通の基準と見なす．F0 を基準枠と呼ぶ．

残りの Fi = (Xi, Ei) は i 番目の剛体に固定し，これら

Fi を物体枠と呼ぶ．

□定義 7.1: 以下，枠 Fk から測った位置ベクトルを，コ

ロン付きで •k: と書く．

i番目の剛体の姿勢を次のように表示する．{
Xi = O +̂x0:i. (剛体の原点)
Ei = Ri(E). (剛体の回転姿勢) (7.2)

ただし，Ri := Rai:θi は回転変換である．基準原点 O か

ら剛体原点 Xi へ至る位置ベクトル xi によって剛体の位

置が表現され，基準基底 E から剛体基底 Ei に至る回転変

換 Ri によって剛体の向きが表現される．

以上，機能 (1)は，x0:i, Ri による方法で実現できる．

§3 基準座標と物体座標

同じ点 P ∈ Aを，基準枠 F0 と物体枠 Fi でそれぞれ，

P ∈ A
F0 = (O, E)

// p̃0: ∈ R3

P ∈ A
Fi = (Xi, Ri(E))

// p̃i: ∈ R3 ,

と測るとき，すなわち，

P = O +̂p0: = O +̂ϕE(p0:) · ~E = O +̂ p̃0: · ~E

P = Xi +̂pi: = Xi +̂ϕE(pi:) · ~Ei = Xi +̂ p̃i: · ~Ei

と測るとき，F0 で測った p̃0: を基準座標，Fi で測った

p̃i: を物体座標という．

両者の関係は，定理 4.4 (p4-2) の枠 (座標系) の変更方
法を使うと，(7.2)に注意して，

p̃0: = ϕE(x0:i) + [Ri] p̃i: (7.3)

というアファイン変換で書ける．

ここでいう物体座標は，物体がロボットならロボット

座標，航空機の機体なら機体座標と呼ばれる．基準座標

はワールド座標とも呼ばれる．

(7.3)の使い道を，N 台のロボットがある対象 P ∈ A
を探査する状況に例えて示そう．次の仮定をおく．

• 基地にワールド座標系 F0 = (O, E)を設置する．
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• 各ロボットにロボット座標系Fi = (O +̂x0:i, Ri(E))
を設置する．

• 各ロボットの位置 x0:i と向き Ri は，常に計測可能．

基地 F0からみたある対象 P をワールド座標 p̃0: (P =
O +̂ p̃0: · ~E) が未知の状況を考える．探査を開始したと
ころ，i番目の探査ロボット Fi が P を発見し，Fi から

見た P のロボット座標 p̃i: が明らかになったとする．ロ

ボット座標 p̃i: を受信した基地 F0 は，(7.3) によって，
P のワールド座標 p̃0: = ϕE(x0:i) + [Ri] p̃i: を特定する

ことができる．

§4 剛体の形状

次に機能 (2) を実現する．剛体上の点 Pi ∈ Xi を，同

じ剛体の物体枠 Fi = (Xi, Ei) で座標表示したものは，

x̃i:i := ϕEi(xi:i), Pi = Xi +̂xi:i (7.4)

と書ける．

□定義 7.2 (局所座標): このような，自分自身の点を自

分の枠で測った物体座標 x̃i:i ∈ R3 を，特に本書では局

所座標 (local coordinate)と呼ぼうc)．

■定理 7.1: 変形しない剛体の局所座標 x̃i:i ∈ R3 は，

常に定ベクトルとなる．

すなわち，剛体上のある 1 点を指す局所座標は，剛体
の運動状態とは無関係に，常にその点を指し続ける．

このような局所座標の性質を利用すれば，剛体の形状

(構成粒子の配置)を定ベクトルとして保持できる．した
がって，剛体の形状を表わす数値としては，局所座標が

最も便利である．こうして機能 (2)が実現される．
ここでは，運動学の最も標準的な手続きに準じて，剛体

を空間の部分集合としてモデル化したが，そこには，剛

体の構成粒子が運動によって更新されるという不自然さ

があった．局所座標に着目すれば，物理的な構成粒子の

一体感も自然に回復する．

§5 同次変換

(7.3)を，成分が見えるように書くと，p0

q0

r0

 =

xi

yi

zi

 +

R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

pi

qi

ri

 (7.5)

のような格好をしている．若干トンチを効かすと，同じ

変換則は，
p0

q0

r0

1

 =


R11 R12 R13 xi

R21 R22 R23 yi

R31 R32 R33 zi

0 0 0 1




pi

qi

ri

1

 (7.6)

c) 一般的な用語の使い方とは言えないので，他書を読む場合には注
意されたい．

のようにも書くことができる (上 3 行に着目せよ)．第 4
成分の “1”は，このような算法上のトリックを実現する
ためののダミー成分であり，物理的な意味はない．

この画期的なトリックにより，回転してから平行移動

するアファイン変換則 (7.5)を，4 × 4の行列 1個で，

H =


R11 R12 R13 xi

R21 R22 R23 yi

R31 R32 R33 zi

0 0 0 1

 (7.7)

のように一発表記できる．行列 H を同次変換行列d)とい

い，それによる変換式 (7.6)を同次変換という．
3 次元 CG やロボット工学の分野では，次の行列を組
み合わせて，物体の姿勢を表わすことが多い．これらは

同次変換行列 (7.7) のごく特殊なケースに過ぎないが，
3Dの業界標準なので知っていて損はない．

T (x, y, z) :=
[

1 0 0 x
0 1 0 y
0 0 1 z
0 0 0 1

]
平行移動 (7.8)

Rx(θ) :=
[

1 0 0 0
0 Cθ −Sθ 0
0 Sθ Cθ 0
0 0 0 1

]
x軸まわ
りの回転

(7.9)

Ry(θ) :=
[

Sθ 0 Cθ 0
0 1 0 0

Cθ 0 −Sθ 0
0 0 0 1

]
y 軸まわ
りの回転

(7.10)

Rz(θ) :=
[

Cθ −Sθ 0 0
Sθ Cθ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

]
z 軸まわ
りの回転

(7.11)

S(α, β, γ) :=
[ α 0 0 0

0 β 0 0
0 0 γ 0
0 0 0 1

]
拡大縮小 (7.12)

ただし，Cθ := cos θ, Sθ := sin θ．

課題 12 定義 6.3 (p6-2)に，例えば a = e2 = (0, 1, 0)を
代入して実際に Re2:θ を求め，(7.10)の成分を確かめよ．

課題 13 図のリンクが (φ, θ)の姿勢にあるとき，点Mの
基準座標を，変換 (7.8)～(7.12)の組み合せで書き下せ．

(答：Rz(φ)T (r, 0, 0)Ry(θ)T (−l, 0, 0)[0, 0, 0]T )

d) または Dehavit-Hartenbergの変換行列ともいう．
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Multibody Dynamics
(第 8回 ロボット機構学)

吉田勝俊

2006年 12月 15日

§1 機構の数式表現

我々の仮想空間にあと何を足せば，機械の機構を文字

情報化できるだろうか？— 結論からいうと，機構は，拘

束条件を表わす代数方程式として，文字情報化される．

人間の下肢は，近似的に，もも，すね，足からなる 3
剛体系と見なせるが，3 つの剛体を全く自由に空間に浮
べたものもまた 3剛体系である．違いは拘束条件にある．
剛体の構成点の配置に関する制約条件のこと，一般に拘

束条件 (constraints) という．例えば，ある剛体の 1 点
Xk ∈ Xk を別の剛体の 1 点 Xl ∈ Xl に拘̇束̇するとリン

ク機構が実現する．あるいは，剛体 2点 Pk, Qk ∈ Xk を

適当な直線上に拘̇束̇すれば直線運動機構が実現する．

表記短縮のため 2 次元で説明する．2 次元のアファイ
ン変換は，z 軸回転を z 軸方向から眺めることによって，[

p0

q0

]
=

[
xi

yi

]
+ R

[
pi

qi

]
, R =

[
Cθ −Sθ

Sθ Cθ

]
(8.1)

または，

p0

q0

1

 = H

pi

qi

1

 , H :=

Cθ −Sθ xi

Sθ Cθ yi

0 0 1

 (8.2)

と書ける．ただし，基準枠 (O, E) に対して，i 番目の剛

体枠を (O +̂xi, R(E))，xi := (xi, yi)T ととり，i番目の

剛体上の点 P ∈ Xi の局所座標を pi = (pi, qi)，基準座標
を p0 = (p0, q0)と書いた．
表記短縮のため，N 剛体系の各剛体の位置 xi, yi と姿

勢角 θi を並べた数ベクトル：

q = [qi] := (x1, y1, θ1, x2, · · · , xN , yN , θN ) ∈ Rn

を導入する (n = 3N)．このような単なる算法上の多次
元ベクトルを，一般化座標という．一般化座標 q を 1つ
指定すると，N 個全ての剛体の姿勢が定まる (便利)．
多くの場合，拘束条件は一般化座標を未知数とする m

連立代数方程式：

Φ(q, t) ≡

 φ1(q,t)
φ2(q,t)

...
φm(q,t)

 = ORm (8.3)

として書けるa)．必要な方程式の本数 mは，どのような

機構かによる．

m = n のときは，全ての未知数 q ∈ Rn が決まるか

ら，直ちに剛体系の姿勢が判明する．このような，拘束

条件に基づく運動解析法を運動学 (kinematics) と呼ぶ．
m < n のときは，ニュートンの運動方程式を追加しな

いと未知数が定まらないが，このような解析法を動力学

(dynamics)という．
一般化座標のいくつかが外部入力 α(t), β(t), · · · に支
配されていて，もはや未知数でないことがある．ようす

るに，強制的に，

qk = α(t), ql = β(t), · · ·

と書けてしまうことがある．このような状況でも，

qk − α(t) = 0, ql − β(t) = 0, · · ·

を拘束条件と見れば，(8.3)の形式で表記できる．

Φ(q, t) ≡


...

qk−α(t)
ql−β(t)

...

 = ORm

このような外部入力による自明な拘束を，駆動拘束 (driv-
ing constraints)という．古典的な機構学でいう機構の自
由度とは，(運動学の範囲で運動が求まるのに必要な)駆
動拘束の個数のことである．

例 5 (剛体棒の旋回): 角度 u(t) の回転入力を受けて A

点を中心に旋回する，次のような長さ r の剛体棒を考え

る．棒の端点 B 点の運動を求めよ．

A

B

r

u(t)

解答例を示す．(a) 基準枠 F0 = (O, 〈i, j〉)を取り，剛
体棒の重心の基準座標 x0: = (x, y)T と姿勢角 θ をとる．

a) そう書けないものを非ホロノーム拘束 (nonholonomic con-

straints) という．例えば，座標の時間微分に課されるような拘
束が非ホロノーム拘束である．
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A

B

θx, y( )

i

j

G

O

(a)

A

B
i’j’

G

(b)

(b) 次に，剛体棒に剛体枠 FG = (G,
〈
i′, j′〉) を固定し，

剛体上の A,B 点を FG から測った局所座標で，aG: =(
− r

2 , 0
)T

, bG: =
(

r
2 , 0

)T
と表わす．アフィン変換 (8.2)

で基準座標に変換すると，

a0: =HaG: =
[

x− r
2 Cθ

y− r
2 Sθ

]
, b0: = HbG: =

[
x+ r

2 Cθ

y+ r
2 Sθ

]
.

ここで，A 点を基準枠の原点に拘束して，拘束条件の
1つ a0: = O を得る．さらに，回転角 θ は回転入力 u(t)
に支配されているので，駆動拘束 θ = u(t)がもう 1 つの
拘束条件になる．すなわち，拘束条件は

Φ(x, y, θ, t) ≡
[

x− r
2 cos θ

y− r
2 sin θ

θ−u(t)

]
= OR3

となる．未知数 x, y, θ に対して，互いに独立な代数方

程式が 3 つ存在するので，運動学の範囲で解ける．重

心と回転の運動: (x, y, θ)T =
(

r
2 cos θ, r

2 sin θ, u(t)
)T

を得る．これを b0: に代入して，B 点の運動 b0:(t) =
r
(
cos u(t), sin u(t)

)
を得る．

課題 14 A 点の代りに B 点を原点に固定したときのの

運動を求めよ．

§2 常微分と偏微分の復習

常微分 d/dt は「全てを代入し終えてからの微分」，偏

微分 ∂/∂t は「代入前の字面だけ見た微分」と理解しよ

う．ようするに，一般に，

d

dx
f(x, y, · · · ) 6= ∂

∂x
f(x, y, · · · )

である．

具体例を挙げる．仮に x = t2, y = tとする．

d(xy2t)
dt

=
d(t5)
dt

= 5t4

∂(xy2t)
∂x

= y2t = t3

∂(xy2t)
∂y

= x(2y)t = 2t4

∂(xy2t)
∂t

= xy2 = t4 6= d(xy2t)
dt

d/dtと ∂/∂tの関係は，公式：

d

dt
φ(x, y, t) =

∂φ

∂x
ẋ +

∂φ

∂y
ẏ +

∂φ

∂t

によって結ばれる．実際 φ = xy2tに対して，

d

dt
(xy2t) = (t3)(2t) + (2t4)(1) + (t4)︸︷︷︸

∂
∂t (xy2t)

= 5t2

である．一般に，

d

dt
φ(q1, · · · , qn, t) =

∂φ

∂q1
q̇1 + · · · + ∂φ

∂qn
q̇n +

∂φ

∂t

が成立する．

§3 ヤコビ行列

同様に，

d

dt
Φ =


d
dtφ1(q, t)

...
d
dtφm(q, t)

 =


d
dtφ1(q1, · · · , qn, t)

...
d
dtφm(q1, · · · , qn, t)



=


∂φ1
∂q1

q̇1 + · · · + ∂φ1
∂qn

q̇n + ∂φ1
∂t

...
∂φm

∂q1
q̇1 + · · · + ∂φm

∂qn
q̇n + ∂φm

∂t


ゆえに，(i, j)要素が ∂φi

∂qj
であるような行列を

[
∂Φ
∂q

]
と

表記すれば，拘束条件の時間微分は，

d

dt
Φ =

[
∂Φ
∂q

]
dq

dt
+

∂Φ
∂t

(8.4)

と書ける．m × n行列
[

∂Φ
∂q

]
をヤコビ行列という．

§4 速度解析

拘束条件 Φ(q, t) = O の未知数 q を，手計算で解く

のは無理だが，数値解 q(t)は得られたとする．この状況
で機構の速度 q̇(t)を知りたいときは，Φ(q, t) = Oより
d
dtΦ(q, t) = Oを (8.4)に代入して公式，

O =
[
∂Φ
∂q

]
dq

dt
+

∂Φ
∂t

=⇒ dq

dt
= −

[
∂Φ
∂q

]−1
∂Φ
∂t
(8.5)

を作り，これに数値解 q(t)を代入すればよい．公式 (8.5)
を速度方程式という．同様にして，加速度はΦ(q, t) = O
を 2回時間微分して作った公式に，速度方程式を併用し
て求める．
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Multibody Dynamics
(第 9回 時間微分と慣性枠)

吉田勝俊

2006年 12月 22日

§1 無限小

小さくないと文句を言われたら，相手が納得するまで

自動的に小さくなる変数を微分または無限小といい，dを

冠して dt, dx, dy などと表わす．自動的には小さくなら

ない通常の微小量は ∆t, ∆x, ∆y と書いて区別する．

∆x

dx

0 0.0001 0.0005

次の算法を要請する．

□公理 5 (無限小): dx, dy 6= 0を基準長さとする無限小
世界においては，(dx)2 = (dy)2 = dxdy = 0.

dxが無限小なら (dx)2も無限小であり，片方が dx 6= 0
なのに，もう片方を (dx)2 = 0とするルールは承服しが
たいかも知れない．これは次のように考える．

∆x を微小量とする．1 次関数 z = (∆x) と 2 次間数
z = (∆x)2 の原点付近を拡大していく．

0

1

0 1

0

0.1

0 0.1

0

0.01

0 0.01

∆x

z

z=∆x

z=(∆x)2

z=∆x

z=∆x

z=(∆x)2

z=(∆x)2

∆x

z

∆x

z

1 次関数 z = (∆x) のグラフは変化しないが，2 次関数
z = (∆x)2 は猛スピードで定値関数 y = 0に近づく．こ
こで，微小量∆xを微分 dxに置き換えると，1次関数はそ
のまま z = dxだが，2次関数は定値関数 z = (dx)2 = 0
と見なせる．なぜなら，その程度の dxでは定値関数に見

えないと言われたら，そう見えるまでどんどん小さくで

きる約束である．同様にして，曲面 z = (∆x)(∆y)は猛
スピードで平面 z = 0に近づくから，dxdy = 0である．
以上，公理 5は我々の世界と整合する．

§2 変数の時間微分

時間 tに依存する変数 x(t)を考える．独立変数 tの微

分 dtをとり，幅 dtによって定まる高さ，

dx := x(t + dt) − x(t)

を従属変数 x の微分という．こうして，幅 dt，高さ dx

の小さな窓が作られる．

ここで幅 dtを小さくしながら，縮小する窓の中を観察

する．窓の中の x(t)のグラフが窓の対角線に漸近すると
き，x(t)は tで微分可能または滑らかであるという．

窓の左下
(
t, x(t)

)
を改めて原点と見なせば，対角線は

よく知られた “y = ax”の形式で，

dx = Kdt (K ∈ Rは定数)

と書ける．係数K を，x(t)の tに関する微分係数，また

は x(t) の速度という．現代的には，K を dx
dt または ẋな

どと表記し，その値を極限操作：

ẋ =
dx

dt
= K := lim

h→0

x(t + h) − x(t)
h

によって定める．

§3 幾何ベクトルの時間微分

以上をそっくりまねて，独立変数 t ∈ Rに依存する幾
何ベクトル x(t) ∈ V の微分を，次のように定める．

dx := x(t + dt) − x(t) (9.1)

ここで，適当な定ベクトル ẋが見つかって，

dx = ẋdt (ẋ ∈ V は定ベクトル) (9.2)
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と書けるとき，x は t で微分可能または滑らかであると

いうa)．微分係数に相当する ẋ ∈ V を，x(t)の速度ベク
トルまたは単に速度という．その意味するところは，

ẋ =
dx

dt
:= lim

h→0

1
h

(
x(t + h) − x(t)

)
(9.3)

としてとらえる．

自明な性質として，定ベクトル x(t) = a (∀t ∈ R) の
微分はゼロになる．

da := a − a = OV ゆえに
da

dt
= OV (9.4)

さらに，式 (9.1)と次式は同値である．

x(t + dt) = x(t) + dx(t) (9.5)

また，d(x+y) = (x+dx)+(y+dy)−(x+y) = dx+dy

より加法が保存するb)．

d

dt

(
x(t) + y(t)

)
=

dx

dt
+

dy

dt
. (9.6)

■定理 9.1 (ライプニッツ則): 滑らかな α(t) ∈ R, x(t),
y(t) ∈ V について，全ての積 (1)～(3)で，ライプニッツ
則 (xy)′ = x′y + xy′ が成立する．

(1) スカラー倍： d
dt

(
α(t)x(t)

)
= α̇(t)x(t) + α(t)ẋ(t).

特に，定ベクトル x0 では d
dt (α(t)x0) = α̇(t)x0．

(2) 内積： d
dt

(
x(t) · y(t)

)
= ẋ(t) · y(t) + x(t) · ẏ(t).

(3) 外積： d
dt

(
x(t) × y(t)

)
= ẋ(t) × y(t) + x(t) × ẏ(t).

例えば，(1)のスカラー倍を証明すると，

d
(
αx

)
:= α(t + dt)x(t + dt) − α(t)x(t) (9.1)

= (α + dα)(x + dx) − αx (9.5)

= (dα)x + α(dx) + (dα)(dx) V の分配則

= (α̇dt)x + α(ẋdt) + (α̇dt)(ẋdt) (9.2)

= (α̇x + αẋ)dt + (α̇ẋ)dt2 V のスカラー倍

= (α̇x + αẋ)dt ∵ dt2 = 0 公理 5 (p9-1)

ゆえに，線形関係 d(αx) = α̇x dt において α̇x =
α̇x + αẋとなるから題意を得る．定ベクトル x0 につい

ては，(9.4) より ẋ0 = OV ゆえ明らか．

以上の証明手順は，分配則を持つ全ての積について共

通である．(1) の証明では，加法とスカラー倍の分配則
(α + β)x = αx + βx , α(x + y) = αx + αy を用いた

が，代りに内積の分配則 (=双線形性の特別な場合)：

(x + y) · z = x · z + y · z, x · (y + z) = x · y + x · z

を使えば定理の (2)が示せる．同様に，外積の分配則

(x+y)×z = x×z+y×z, x×(y+z) = x×y+x×z

から定理の (3)が示される．

a) dt ẋと書くべきスカラー倍を ẋ dt と書いた．
b) 加法の変換 T (a + b)と，変換したものの加法 T (a) + T (b)が等
しいとき，変換 T において加法 +が保存するという．

§4 座標ベクトルの微分

E = 〈u1,u2, u3〉を V の基底とする．座標写像を短か

く ϕE(•) = •̃と表記する．
もっとも一般的な状況として，基底 E も座標 x̃も時変

(time-varying)：

x̃(t) = [xi(t)], E(t) = 〈u1(t),u2(t),u3(t)〉

である場合を考えると，

ẋ(t) =
d

dt

( 3∑
i=1

xi(t)ui(t)
)

=
3∑

i=1

d

dt

(
xi(t)ui(t)

)
=

3∑
i=1

(
ẋi(t)ui(t) + xi(t)u̇i(t)

)
=

3∑
i=1

ẋi(t)ui(t) +
3∑

i=1

xi(t)u̇i(t)

= ˙̃x(t) · ~E(t) + x̃(t) · ~̇E(t)

と計算できる．E で両辺の座標をとると，

˜̇x = ϕE(ẋ) = ϕE( ˙̃x · ~E(t) + x̃ · ~̇E(t))

= ϕE( ˙̃x · ~E(t)) + ϕE( x̃ · ~̇E(t))

= ˙̃x + ϕE( x̃ · ~̇E(t))

である．

■命題 9.2 (交換可能性): 次の 2条件は同値．

(1) 基底 E は時不変．
(2) d

dt と ϕE は交換可能．すなわち，

ϕE

( d

dt
x
)

=
d

dt
ϕE(x) (or ˜̇x = ˙̃x) (9.7)

ゆえに，時変なら一般には交換不可能．

以上，幾何ベクトルの微分と，座標ベクトルの微分は

一般には一致しない．両者を混同すると，慣性枠の言わ

んとしているところが掴めない．

§5 慣性枠

□定義 9.1 (運動，速度，加速度): 基準枠 F = (O, E)
をとり，時刻 t の質点の位置を X = O +̂x(t) と測る．
x(t) ∈ V を質点の運動，ẋ(t) ∈ V を質点の速度，ẍ(t) ∈
V を質点の加速度という．

□定義 9.2 (測定値): 運動の座標 x̃(t) = ϕE
(
x(t)

)
を，

運動の測定値と呼ぶ．これの算術的な時間微分：
˙̃x(t) := [ẋi(t)], ¨̃x(t) := [ẍi(t)]

を，それぞれ速度，加速度の測定値と呼ぶ．

※ 数ベクトル ex, ėx, ëx, eF ∈ R3 のほうは物理的に測定可能

だが，幾何ベクトル x, ẋ, ẍ, F ∈ V は測定不可能．
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□公理 6 (ニュートンの運動法則): 経験的に次の 3法則
が成立する [1, 2]．

• 第 1法則 (慣性): 力を受けない質点は，静止したまま
か，等速直線運動をする．

• 第 2 法則 (運動方程式): 力 F を受ける質量mの質点

の運動の測定値 x̃について，

m ¨̃x = F̃ . ( F̃ = ϕE(F ))

• 第 3法則 (作用・反作用): 質点 Aが質点 B に力Gを

及ぼすとき，質点 B は質点 A に力 −G を及ぼす．

Gと −Gは逆向きで同一直線上にある．

□定義 9.3 (慣性枠): 運動の測定値 x̃ ∈ R3 が，第 2
法則 m ¨̃x = F̃ を満足するような特別な枠 F を慣性枠
(inertial frame)という．

※ 現実には m ëx 6= eF となる場合が圧倒的に多い．例えば

一般の物体枠においては，ニュートンの運動法則は，まず

もって成立しない．

□定義 9.4 (静止枠): 次 の 2 条 件 を 満 足 す る

F0 = (O, E) を，本書では静止枠 (stationary frame) と
呼ぶ．

(1) O で測った質点 X = O +̂xについて，mẍ = F が

成立する．

(2) 基底 E = 〈u1, u2, u3〉が時不変c)．

※ この定義は原点の運動について何も述べてないので，こ

こでいう静止枠が実際に「静止」しているとは限らない．慣

性枠と関連づけやすいので，便宜上この定義を採用する．

■定理 9.3: F0 が静止枠 =⇒ F0 は慣性枠．

慣性枠の使い方として最も典型的には，基準枠として

慣性枠を選ぶ．こうしておけば，基準座標では常に第 2
法則 m ¨̃x = F̃ が成立し，それを根拠に運動方程式が立

てられる．個別の物体枠が慣性枠である必要はない．回

転運動しようが加速運動しようが構わない．

§6 慣性枠の実例

F0 = (O, E)を静止枠とする．

■定理 9.4 (第 2法則を保つ枠): 次の枠 F1,F2,F3 で

は第 2法則が成立する．

(a) F1 = (O +̂ r, E)，r ∈ V は定ベクトル．(空間原点
の変更)

(b) F2 = (O,Rθ(E))，Rθ ∈ L(V, V ) は長さと角度を保
つ回転変換．(基底の静的な回転)

(c) F3 = (O +̂ tv, E)，v ∈ V は定ベクトル．(原点の等
速直線運動)

すなわち枠 F1,F2,F3 は全て慣性枠である．

c) 時間に依存しないの意．

■定理 9.5 (第 2法則が破れる枠): 次の枠 F4,F5 にお

いては第 2法則は成立しない．

(d) F4 = (O,Rωt(E))．(基底の定速回転)
(e) F5 = (O +̂ (t2/2)a, E)，a 6= OV は定ベクトル．(原
点の加速運動)

すなわち F4,F5 は，いずれも慣性枠ではない．

例 6 (空間原点の変更): F1 = (O +̂ r, E) が慣性枠であ
ることを示せ．

手本) 質点 X ∈ A は，F = (O, E) と F1 =
(O +̂ r, E)によって，それぞれ，
X = O +̂x, X = (O +̂ r) +̂x′ = O +̂ (r + x′)

と書けるから，x = r + x′ が成立する．仮定より

mẍ = F が成立する．このとき，

x′ = x − r =⇒ ẋ′ = ẋ =⇒ mẍ′ = mẍ = F

より，mẍ′ = F が成立し，F1 の基底 E は時不変だ
から，F1 もまた 1 つの静止フレームとなる．なら
ば定理 9.3 (p9-3) より，F1 は 1 つの慣性枠である．
以上，静止フレームを (静的に)平行移動したフレー
ムでは第 2法則が成立するd)．

例 7 (基底の定速回転): F4 = (O,Rωt(E)) が慣性枠で
ないことを示せ．

手本) F4 = (O,Rωt(E))の測定値 x̃′ = ϕRωt(E)(x)

と F̃
′
= ϕRωt(E)(F )について，第 2法則m ¨̃x

′
= F̃

′

が破れることを示せばよい．原点 O は共通だから，

位置ベクトル x ∈ V は共通である．

x = ϕE(x) · ~E = ϕR−1
ωt Rωt(E)(x) · ~E

=
(
[Rωt]ϕRωt(E)(x)

)
· ~E =

(
[Rωt] x̃

′) · ~E

=⇒ ẋ =
(

˙[Rωt] x̃
′ + [Rωt] ˙̃x

′)
· ~E

=⇒ ẍ =
(

¨[Rωt] x̃
′ + 2 ˙[Rωt] ˙̃x

′
+ [Rωt] ¨̃x

′)
· ~E

= (1/m)F = (1/m) F̃ · ~E

=⇒ ¨[Rωt] x̃
′ + 2 ˙[Rωt] ˙̃x

′
+ [Rωt] ¨̃x

′
= (1/m) F̃ .

ここで，[Rωt]−1 F̃ = ϕRωt(E)(F ) = F̃
′
と，逆回転

[Rωt]−1 = [R−ωt]に注意すると，

m ¨̃x
′
= F̃

′
− m[R−ωt] ¨[Rωt] x̃

′ − 2m[R−ωt] ˙[Rωt] ˙̃x
′

を得る．したがって， F̃ 1 := −m[R−ωt] ¨[Rωt] x̃
′
，

F̃ 2 := −2m[R−ωt] ˙[Rωt] ˙̃x
′
とおくと，定速回転する

フレーム F4 での測定値 x̃′
は，運動方程式

m ¨̃x
′
= F̃

′
+ F̃ 1 + F̃ 2 6= F̃

′

を満足することが分かる．したがって，定速回転す

る F4 で定まる左辺の測定値 m ¨̃x
′
は，質点が受け

る力 F̃
′
に一致しない．以上，定速回転するフレー

ムでは第 2法則は成立しない．

d) このような性質を等質性という．
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多数の質点の運動を一括して調べる方法を開発する．

総和による消去が基本となる．

§1 質点系

N 個の質点の集合 {Xk}N
k=1 := {X1, X2, · · · , XN} を

N 質点系という．静止フレーム F = (O, E) を導入し，
各質点の配置をXk = O +̂xk と測る．各質量をmk ∈ R
とする．

質点Xi が質点Xj に及ぼす力 F ij (i = 1, · · · , N, j =
1, · · · , N) を考え，全てリストアップ {F ij}N

i,j=1 してお

くa)．i, j の全ての組み合せを考えるから，総数は N2 個

である．このような N 質点系の内部で発生する力 F ij

を，内力 (internal force)と呼ぶ．内力を受ける質点 Xk

の運動方程式は

mkẍk =
N∑

i=1

F ik (k = 1, · · · , N)

となる．内力以外の力を，外力 (external force) と呼ぶ．
各質点が受ける外力を F k とすると，運動方程式は

mkẍk = F k +
N∑

i=1

F ik (k = 1, · · · , N) (10.1a)

となる．これで各質点 Xk が受けう̇る̇力は全て網羅され

た．(10.1a)を，N 質点系の運動方程式という．

内力か外力かは発生要因では判別できない．例えば図

3のように，同じくばねの復元力でも，質点系に自己完結
していれば内力，さもなくば外力になる．

静止フレーム

内力

内力

内力

静止フレーム

内力

内力

外力

外力

図 3 外力と内力

a) 及ぼし合う力が無いときは，例えば F (3)(11) = OV のように，
後で余分な力を OV におく．

§2 総和と消去

(10.1a)の両辺の基準座標をとり，数値解を求めるなど
すれば，N 質点系の運動が判明するが，N が大きいと運

動の特徴が見えにくい．例えば 100 質点系なら 300個の
座標成分が時々刻々と吐き出されてしまい，多数の質点

が右往左往する光景を，茫漠と眺めているのと大差ない．

そこで力学の常套手段として，N 質点系の運動を，

• 重心運動
• 重心まわりの角運動

の 2つに集約する．その手順は概してワンパターンで，

• 総和して，相殺・消去する．

の繰り返しである．

手始めに，N 本ある (10.1a)を両辺で総和すると，

N∑
i=1

miẍi =
N∑

i=1

(
F i +

N∑
j=1

F ij

)

=
N∑

i=1

F i +
N∑

i=1

N∑
j=1

F ij

(10.2)

である．これらの
∑
を縮約する方法を見つけていく．

§3 内力の消去

そのための準備を 1 つ．2 重和 S =
∑N

i=1

∑N
j=1 F ij

とは，N × N 格子：

6

-1

N

1 N
i

j

の全ての格子点 (i, j) = (1, 1), (1, 2), (1, 3), · · · に渡る
F ij の和である．全ての (i, j)を 1回ずつ巡れば，どんな
巡り方でも S は同じだから，同じ S を図 4のように 3分
割して書くことができる．この事実を

S =
∑
i=j

F ij +
∑
i>j

F ij +
∑
i<j

F ij (10.3)

と表記しておく．

以上を踏まえて，次の補題が成立する．
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N∑
i=1

N∑
j=1

F ij

6

-1

N

1 N
i

j

=

∑
i=j

F ij

6

-1

N

1 N
i

j

+

∑
i>j

F ij

6

-1

N

1 N
i

j

+

∑
i<j

F ij

6

-1

N

1 N
i

j

図 4 2重和の分解

■補題 10.1: N 質点系の内力 F ij について，

(1) F ij = −F ji．ゆえに F ii = OV．(添字の歪対称性)
(2) したがって，

∑N
i=1

∑N
j=1 F ij = OV が成立する．

課題 15 補題 10.1を示せ．

ヒント) (1)は第 3法則 (p9-3)．(2)は 2重和の 3分割．

以上，補題 10.1によって内力の総和が相殺され，(10.2)
の右辺が，次のように簡略化される．

(右辺) =
N∑

i=1

F i +
N∑

i=1

N∑
j=1

F ij

=
N∑

i=1

F i + OV =
N∑

i=1

F i =: F ext (10.4a)

ただし，F ext は N 質点系に作用する外力の総和である．

§4 運動量

続いて，式 (10.2)の左辺を簡略化する．

□定義 10.1 (運動量): pi := miẋi ∈ V を，質点 Xi の

運動量 (momentum)という．総和 P :=
∑N

i=1 pi を，N

質点系の全運動量 (total …)という．

※ P は測定原点 O の選び方に依存する．

運動量 pk を使うと，運動方程式 (10.1a)は，簡潔に，

ṗk = F k +
N∑

i=1

F ik (k = 1, · · · , N) (10.1b)

と書ける．また，総和した運動方程式 (10.2)の左辺は，

(左辺) =
N∑

i=1

miẍi =
N∑

i=1

(miẋi)̇ mi は定数

=

(
N∑

i=1

miẋi

)
˙ 微分の和

=

(
N∑

i=1

pi

)
˙= Ṗ 定義 10.1 (10.4b)

のように全運動量で書けるので，したがって，

■定理 10.2 (運動量の法則): 全運動量 P の時間微分

は，外力の総和 F ext =
∑N

i=1 F i に等しい．すなわち，

Ṗ = F ext (10.5)

である．ゆえに，F ext = Oなら全運動量は保存するb)．

以上，N 質点系が全体として示す性質を，単独のベク

トル方程式 (10.5)で表わすことに成功した．

§5 重心運動

個別の運動量 pk = mkẋk ならまだしも，それを算術

的に総和してしまった全運動量 P とは，物理的に一体何

なのか．これを調べるために，質点系の重心に着目する．

□定義 10.2 (質点系の重心): M :=
∑N

i=1 mi ∈ R を，
N 質点系の全質量という．また，

g :=
1
M

N∑
i=1

mixi ∈ V

を位置ベクトルとする G = O +̂ g ∈ A を，N 質点系の

重心または質量中心 という．

■定理 10.3 (全運動量と重心速度): P = M ġが成立す

る．すなわち，全運動量 P とは，重心速度 ġ と同じ方向

を向き，大きさがM 倍のベクトルである．

実際，
∑N

i=1 mixi = Mg に注意すると，

P =
N∑

i=1

pi =
N∑

i=1

(mixi)̇ =

(
N∑

i=1

mixi

)
˙ 微分の和

= (Mg)˙= M ġ 定義 10.2，M は定数

と計算できる．

定理 10.3をもう 1回微分した Ṗ = M g̈を (10.5)に代
入して，定理 10.2の別表記を得る．

■系 10.4 (重心運動): N 質点系の重心 g の運動は，

M g̈ = F ext (10.6)

にしたがう．解 g(t)を重心運動と呼ぶ．

このように，N 質点系の重心運動は，全質量を重心に

集中させた仮想質点が，外力の総和 F ext を受けたときの

運動と区別できない．

具体例を確認しておく．

課題 16 図 5の (a)に示すように，質量m1,m2,m3 ∈ R
の 3質点を，質量の無視できるばね定数 k のばねで結ん

だ 3質点系を考える．ばねは互いに θ の角度をなし，ば

b) 時間的に変化しないということ．
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m3

m1

m2

k k

θ

rr

(a)

m3

m1

m2

a

b c

d
θ ϕ

(b)

図 5 3質点系の例

ねの自然長は rとする．この 3質点系の重心運動 g(t) の
運動方程式を導け．外力は無いものとする．

課題 17 同様にして，図 5の (b)に示すように，3質点
を質量が無視できるリンクで結んだ系の重心運動 g(t) の
運動方程式を導け．各リンク長を a, b, c, d とし，リンク

aと b，c と d は回り対偶をなし，外力は無いものとする．

課題 18 (1) 課題 16 の 3 質点 m1,m2,m3 が，それぞ

れ外力 F 1, F 2, F 3 を受けたときの重心の運動方程式を

導け． (2) 同様にして，課題 17 の 3 質点が，外力
F ′

1, F
′
2,F

′
3 を受けたときの重心の運動方程式を導け．

(3) F 1 +F 2 +F 3 = F ′
1 +F ′

2 +F ′
3 が成立するとき，両

者の重心運動と，各質点の運動について相違を述べよ．

結局のところ，質点同士をばねで接合しようが，剛体

棒で接合しようが，あるいはバラバラに放り投げようが，

質量の合計と外力の合計が等しければ，重心運動 g(t)は
同じである．むろん個別の質点の運動は異なるが．

空間的な広がりをもつ剛体についても，剛体を微小要

素 dxdydzに分割し，各々の微小要素を質点と見なせば重

心運動はM g̈ = F ext に従う．応力は微小要素間の内力

だから相殺される．さらに，複数の剛体からなる剛体系̇

についても，各剛体の重心を質点と見なせば，その重心運

動は同じくM g̈ = F ext に従う．さらに進んで，弾性体

や，複数の弾性体からなる系についても，その重心運動

はM g̈ = F ext に従う．どんなにグニャグニャしながら

飛んでいようとも，微小要素は質点と見なせるし，時間

変動する応力も内力であるから，全体として相殺される．
※ そもそも質点など物理的には実現不可能なわけで，物

体c) の重心に着目し，なおかつ回転運動を無視したものが，

いわゆる現実的な意味での質点である．

くどいが，注意すべきは，たとえ重心運動が同じであっ

ても，重心と各部の相対運動は，ものによって全く異

なる．

c) 体積 0 の質点は実現不可能．もっといえば，変形しない剛体も
実現不可能．
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§1 トルク方程式の総和

§1 節 (p5-1) によれば，平面上のトルクは幾何学的には

平行四辺形の面積となり，それを空間的に配置した外積

(p5-1) によって，空間内のトルクが表示できる．

□定義 11.1 (トルク): 点 X = O +̂ r に作用する力

F ∈ V が，基準点 O ∈ Aを回そうとする作用：
T := r × F

を，トルク (torque)という．

改めて，N 質点系の運動方程式 (p10-2)を考える．

ṗk = F k +
N∑

i=1

F ik (k = 1, · · · , N) (10.1b)

これからトルクの等式を作るため，(10.1b)の両辺を位置
ベクトル xk で外積すると，

xk × ṗk = xk ×
(
F k +

N∑
i=1

F ik

)
なる関係を得る．上式右辺は，質点Xk = O +̂xk への外

力 F k +
∑N

i=1 F ik が原点 O に発生するトルクである．

消去を狙って両辺を k で総和しておく．

N∑
k=1

xk × ṗk =
N∑

k=1

xk ×
(
F k +

N∑
i=1

F ik

)
(11.1)

§2 角運動量

まず，角運動量という物理量を導入して，総和したト

ルク方程式 (11.1)の左辺を集約する．

□定義 11.2 (角運動量): li := xi×piを，Oに発生する

質点 Xi の角運動量 (angular momentum)という．総和
L :=

∑N
i=1 li を，N 質点系の全角運動量 (total angular

momentum) という．

■補題 11.1: ẋk × pk = O．ゆえに，l̇k = xk × ṗk.

証) l̇k = ẋk × pk + xk × ṗk = ẋk × (mkẋk)
| {z }

O

+xk × ṗk.

この補題と定義 11.2により，(11.1)の左辺は，

(左辺) =
N∑

k=1

xk × ṗk =
N∑

k=1

l̇k = L̇ (11.2a)

のように角運動量で書ける．

§3 内力トルクの消去

続いて，(11.1)の右辺を計算する．

(右辺) =
N∑

k=1

(
xk ×

(
F k +

N∑
i=1

F ik

))

=
N∑

k=1

(
xk × F k + xk ×

N∑
i=1

F ik

)

=
N∑

k=1

(
xk × F k

)
︸ ︷︷ ︸

T ext

+
N∑

k=1

(
xk ×

N∑
i=1

F ik

)
︸ ︷︷ ︸

T int

ここに，T ext は外力が発生するトルクの総和，T int は内

力が発生するトルクの総和である．このうちの T int が相

殺される．

そのための準備として，次の補題を確認せよ．

■補題 11.2: (xi − xj)と F ij は平行．(作図より)

この補題を使うと，

T int =
N∑

k=1

(
xk ×

N∑
i=1

F ik

)
=

N∑
k=1

N∑
i=1

(
xk × F ik

)
外積の双線形性

=
∑
k=i

xk × F ik +
∑
k>i

xk × F ik +
∑
i>k

xk × F ik

=
N∑

i=1

xi × F ii︸︷︷︸
O

+
∑
k>i

xk × F ik +
∑
k>i

xi × F ki︸ ︷︷ ︸
添字の文字変更

= O +
∑
k>i

(xk − xi) × F ik ∵ F ki = −F ik

= O + O = O 補題 11.2

より，T int = Oが示される．ゆえに，(11.1)の右辺には
外力に関する項だけが残る．

(右辺) = T ext :=
N∑

k=1

(
xk × F k

)
(11.2b)

(11.1)に (11.2)を代入すると，
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■定理 11.3 (角運動量の法則): 全角運動量 Lの時間微

分は，外力のトルクの総和 T ext に一致する．すなわち，

L̇ = T ext (11.3)

である．特に，T ext = Oならば全角運動量は保存する．

以上，回転性の外力に対して N 質点系が全体として示

す性質を，単独のベクトル方程式 (11.3)で表わすことに
成功した．

§4 質点系の運動法則

N 質点系は全体として，運動量の法則 (10.5)と，角運
動量の法則 (11.3)を満足する．すなわち，{

Ṗ (= M g̈) = F ext

L̇ = T ext
(∗)

を満足するが，実は，この 2式には内容の重複がある．
重複を省くために，N 質点系の重心G ∈ Aから，各質
点を Xk = G +̂x′

k と測り直す．

■補題 11.4: 重心 G から測った各質点 Xk = G +̂x′
k

の位置ベクトル x′
k について，

(1)
∑N

k=1 mkx′
k =

∑N
k=1 mkẋ′

k =
∑N

k=1 mkẍ′
k = O．

(2) L̇ = g × (M g̈) +
∑ (

x′
k × (mkẍ′

k)
)
.

(3) T ext = g × F ext +
∑

(x′
k × F k).

が成立する．

課題 19 示せ．

ヒント) (1)については，xk = g+x′
k より，

PN
k=1 mkx′

k =
PN

k=1 mkxk −
PN

k=1 mkg = Mg −Mg = O．これを時間
微分せよ．(2) については，k に関与しない g, g̈ などを

P

の外に出す．例えば，
P

`

mk(g× g̈)
´

=
`

P

mk

´

(g× g̈) =

M(g × g̈) とか
P

`

g × (mkẍ′
k)

´

= g ×
P

(mkẍ′
k)．

補題と角運動量の法則 L̇ = T ext より，

g × (M g̈) +
∑ (

x′
k × (mkẍ′

k)
)

= g × F ext +
∑

(x′
k × F k)

であるが，運動量の法則M g̈ = F ext によって下線部が

相殺するから，最終的に，

L̇
′
:=

∑ (
x′

k × (mkẍ′
k)

)
=

∑
(x′

k × F k) =: T ′
ext

(11.4)

という等式を得る．

以上，判明したこととして，(∗)の連立は，{
Ṗ (= M g̈) = F ext

L̇
′
= T ′

ext

と同値である．L′ は重心 G を測定原点とする全角運動

量，T ′
ext は同じく Gを測定原点とする全トルクである．

以上の計算結果を，定理としてまとめておく．

■定理 11.5 (質点系の運動法則): N 質点系の重心G =
O +̂ g から，各質点をXi = G +̂x′

i と測る．N 質点系の

運動は，全体として次の法則に従う．{
Ṗ (= M g̈) = F ext,

L̇
′
= T ′

ext

(11.5)

ただし，M は全質量，F ext は全外力である．T ′
ext, L′

は 重心 G を測定原点とする全トルクと全角運動量であ

り，(11.4)で定義される．

以上，(11.5) の両辺の座標をとって，数値解などを求
めれば，N 質点系の全運動量 P (t) と，重心まわりの全
角運動量 L′(t)が求まる．このうちの全運動量 P (t)は，
定理 10.3 (p10-2)に示したように，重心速度のスカラー倍

P (t) = M ġ として理解可能である．

これに対して，全角運動量 L′(t) の理解はそう単純に
はいかない．時間微分 L̇

′
(t)が全トルク T ′

ext と釣り合う

ことから分るように，全角運動量が回転運動の何らかの

特性量であることは確かなのだが，L′(t)自体は回転角度
ではないし，L′(t)の計算結果から具体的に何を知ればよ
いのか分らない．

§5 角運動量関数

表記短縮のため以下 L = L′, x = x′ とする．さてこ

こで，全角運動量 L(t)を具体的な物理ベクトルと関連づ
けるには，N 質点系 {Xi}N

i=1 に強い制限を課す必要があ

る．具体的には，

• N 質点系の任意の 2質点間の距離は変化しない．

と仮定する．この仮定を課された質点系を剛体 (rigid
body)という．すなわち，剛体は変形を許されない．
ここで，定理 6.2 (p6-1)にある角速度の表現 ẋk = ωk ×

xk を用いると，

L =
N∑

k=1

(
xk × pk

)
=

∑ (
xk × (mkẋk)

)
=

∑
mk

(
xk × ẋk

)
=

∑
mk

(
xk × (ωk × xk)

)
と書ける．ここで，剛体は変形できないので，

• 剛体に許された重心まわりの運動は，回転運動のみ．
• 回転運動において，剛体各点 xk の追い越しはなし．

ということが分かる．ゆえに，全ての質点は共通の角速

度 ωk = ω を持つので，剛体の全角運動量は，

L = J(ω) :=
N∑

k=1

mk

(
xk × (ω × xk)

)
(11.6)

のように ω の関数として書ける．関数 J(ω)を，特に本
書では，角運動量関数と呼ぼうa)．

a) この用語は一般的でない．慣性モーメント作用素という呼び方
をする本もある．
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■補題 11.6: 角運動量関数：

ω
J7−→ J(ω) =

N∑
k=1

mk

(
xk × (ω × xk)

)
は線形変換 (p6-2)である．

課題 20 示せ．

以上を定理としてまとめておく．

■定理 11.7 (全角運動量と角速度): 剛体においては L

= J(ω)が成立する．すなわち，剛体の全角運動量 Lと

は，角速度 ω を線形変換 (11.6)したものである．

したがって，対象を剛体に制限したときの運動法則は，{
M g̈ = F ext,(
J(ω)

)̇
= T ext

となり，角運動量の法則 (第 2式)の未知数を，角速度 ω

という具体的なベクトルにすることができた．

以上，質点系を剛体に制限することにより，全角運動

量 Lを角速度ベクトル ω = θ̇aと関連づけることができ

る．関連を表わす線形変換 L = J(ω)の行列表示 [J ]を，
慣性テンソルと呼ぶが，次回で導く．
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